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In dem friiheren Nachweise ist noch hinzuzufigen:
Argel. No- 275 ist aueh R. 2, 68. Der letztere aber fehlerhaft.
Argel. ,, 2258 ist auch L. 3671. G. 437. P. 224. Br. 269.
Die Declination ist im Katalog 1° zu klein angesetat.

Argel. N> 13081 ist auch H. C. 101.
Bei Argel. Ne- 21268 ist. R. 6677 zu streichen.

Die Anzahl der Sterne, welche gemeinschaftlich von Lalande
und Argelander heobachtet sind, sonst aber nicht weiter vorkommen,
ist nach einer einmaligen Zihlong = 1707 gefunden.

Uber Herrn Dr. Heger's Ab'/aamllzmg: die Auflisung von
algebraischen Buchstabengleichungen betreffend *).

Yon dem w. M., Prof. Jos. Petzval
(Aus der Sitzung vom 20. Juli 1854.)

Die vorliegende Abhandlung hat zwei Probleme zum Gegen-
stande, nimlich:

Erstens: Die Auflosung eciner Gleichung, welche nebst der
Unbekannten @ noch eine andere Buchstabengrisse ain sich schliesst.

Zweitens: dieAuflosung eines Systems von zwei Gleichungen,
in denen zwei Unbekannte @ und y und iberdies noch eine dritte
Buchstabengrisse « erscheinen.

Bei dem zuerst erwiibnten Probleme ist eine Gleichung:

F(rv,a)=20

als gegeben vorausgesetzt, wo F (@, «) cine algebraische Function
der zwei Buchstabengrissen @ und « anzeigt, und es sollen die

1) bie Abhandlung wurde iiber Antrag des Hrn. Prof. Petzval zur Aufnahme in
die Denkschriften der Classe bestimmt.
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Geniige leistenden Werthe von @, welelie in der Regel Functionen
der einzigen Grisse a sind, angegehen werden. Geselzt & = ¢ ()
wiire ein solcher, so ist die Aufzililung aller moglichen solchen
Functionen zu bewerkstelligen. Das zweile Problem nimmt zwei
Gleichungen:

Fy(v,y9,0) =0, F (v,y,a) =0

als gegeben an, in welchen die drei Buchstabengrissen @, y, @
dureh algebraische Rechnungsweisen mit einander verkniipft sind.
Einem solchen Systeme von Gleichungen geniigt man in der Regel
durch bestimmte Werthe von @ und y, die gleichfalls keine Zahlen-
werthe, sondern bestimmte Functionen der iiberschiissigen Buch-
stabengrosse « sind; z. B. durch:

e=g(0),y =1 (@

Jede Auflosung bestehtaus einer solchen Zusammenstellung von
zwel Functionen, wovon die eine den Werth von @, die andere jenen
von y vorstellt. Es sind ihver meistentheils mehrere moglich, und es
wird gefordert, alle diese verschiedenen Auflosungen der Reihe nach
aufzuzihlen.

Diese zweiProbleme kommen darin iiberein, dass es sich um die
Angabe von Geniige leistenden Werthen der Unbekannten handelt, die
jedoch keine bestimmten Zahlwerthe, sondern Funetionen von « sind.

Gleichungen und Systeme von Gleichungen der obenerwiihnten
Galtung, welehe nebst den Unbekannten noch andere iiberschiissige
Buchstabengrissen beherbergen, ergeben sich dem mathematischen
Forseher ungleich haufiger, als Zahlengleichungen, d. h. als jene
Gleichungen und Systeme von Gleichungen, welclie nur die Unbe-
kannten und sonst keine weiteren Buchstabengrossen in sich schliessen
und denen bestimmte Zahlen als Auflgsungen entsprechen. Bei den
meisten geometrischen und mechanisehen Problemen ist vielmehr
eine Curve oder eine Fliche oder ein anderes analoge Gebilde zu
erforschen, gegeben durch eine algebraische Gleichung oder ein
System von melireren solchen oder endlich dureh eine Differential-
gleichung. Liegt eine Gleichung oder cin System von solehen vor,
so kbunen es nur Buehstabengleichungen sein, denn Zahlengleichungen
bestimmen mnr Punkte, und keine ausgedehnten Gebilde. Hat man

aber eine Differential-Gleichung vor Augen, so handelt es sich um
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ihre Integration und diese erfordert sehr oft als untergeordnete
Rechnungsoperation die Auflosung einer htoheren algebraischen
Gleichung, die nur bisweilen eine Zahlengleichung, bei weitem éfter
jedoch eine Buchstabengleichung ist.

Man gelangt also bei sehr vielen Problemen theils direct theils
indirect zu Buchstabengleichungen, und es erscheint demnach eine
allgemeine Auflosungsmethode fiir dieselben sehr witnschenswerth.
Durchgeht man die bisher bekannten Auflésungsmethoden der Reihe
nach, wie sie in der Theorie der algebraischen Gleichungen auf-
gefilhrt werden, so wird man sehr bald zur Uberzeugung gelangen,
dass in diesem Felde fast noch gar nichts Derartiges bestehe:

Die strengen Auflésungsmethoden sind zwar bis zum vierten
Grade moglich, allein schon beim dritten Grade erweist sich die
Cardan'sche Formel als praktisch unbrauchbar, weil sie viel weniger
Durchsichtigkeit besitzt, als die Gleichung selber. Wollte man
dennoch diese Formel beniitzen, so wiirde man sich in langwierige
Rechnungen verwickelt sehen, weil man diedortangezeigten Wurzel-
ausziehungen wirklich zu bewerkstelligen hiitte. Diese miissen dann
in einer gewissen Weise geordnet werden, und man wiirde hierbei
cine dem speciellen Zwecke, den man vor Augen hat, entsprechende
Wahl zu treffen haben, widrigenfalls man nach vollendeter Ent-
wickelung meistentheils zu keiner klareren Einsicht iiber den
bestimmten Fragepunkt gelangen wiirde, sondern mit nicht geringer
Miihe eine neue Form erhalten hitte, die eben so wenig Licht gewiihrt,
als die urspriinglich gegebene Gleichung selber.

Wemn aber schon die Cardan’sche Formel sich als za complicirt
und desshalb als unbrauchbar darstellt, so wird dieser Ubelstand bei
der analogen Formel fiir die Gleichung des vierten Grades nur in
einem um so grisseren Masse auftreten. Fiir Gleichungen des
finften, oder cines noch hoheren Grades behebt sieh freilich dieser
Ubelstand von selbst, weil fir diese keine geschlossenen Wurzel-
formeln mehr bestehen, und die eben gemachten Bemerkungen beru-
higen uns vollkommen iber diese unausfiillbare analytische Liicke,
denn selbst dann, wenn fiir die Gleichungen des fiinften und noch
hoherer Grade die allgemeine Auflosung dureh Formeln, die der
Cardan’schen dhnlich wiiren, nicht zu den Unmiglichkeiten gehiren
wiirde, konnte man keinerlei Yortheil hiervon erwarten, weil sie die
Eigenschaften der Geniige leistenden Werthe noch weit mehr ver-
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bergen wiirden, als dies die Gleichung selber thut. Wir gelangen
hiermit zur Uberzeugung, dass von den strengen Auflosungsmethoden
bei einigermassen hiolherem Grade der Gleichung kein giinstiger
Erfolg erwartet werden konne und dass nur die Gleichungen des
ersten und zweiten Grades sich auf solehe Weise mit Vortheil behan-
deln lassen. Ausser diesen strengen Methoden, welche die Wurzeln
einer Gleichung durch eine Combination von Wurzelgrissen dar-
stellen, bestehen zwar noeh Approximations-Methoden; allein diese
gelten nur fiir Zahlengleichungen und verstatten keine Anwendung
auf solehe mit Buchstabengrissen in den Coéfficienten. Hier ist
also eine Liicke in der Theorie der algebraischen Gleichungen, die,
wiewohl sich bekanntermassen die griossten Mathematiker mit die-
sem Theile der Analysis besehiftigt haben, bis heute unausgefiillt
gebliehen ist. Es miisste auch Wunder nehmen, wenn ein so wich-
tiger Gegenstand, wie der hier erwihnte, bisher ganz unbeachtet,
oder auch nur die darauf beziiglichen Untersuchungen erfolglos
geblieben wiiren, da doch fast jeder Analytiker, der sich mit
geometrischen und mechanischen Problemen heschiiftigt, zu solchen
Gleichungen gelangt, die dann sieh wie ein uniibersteigliches
Hinderniss der weiteren Forschung in den Weg stellen. Ein so
wichtiger Gegenstand konnte der Natur der Sache nach schon
von den Mathematikern der éltesten Zeit nicht unbeachtet hleiben.
Es finden sich aueh schon die ersten Versuche zur allgemeinen Auf-
losung solcher Gleichungen in den Werken von Newton, Lagrange
und Anderen. Sie betrachteten jedoch immer nur sehr specielle
Fille und gelangten durch eigenthiimliche Betrachtungsweisen, die
eben nur auf einen solehen beschriinkten Fall Anwendung verstat-
teten. zn den gefundenen Auflosungen. Unter all diesen Bemihungen
waren noch diejenigen von Lagrange von dem grossten Erfolge
hegleitet, denn er fand eine analytische Regel zur Auflosung einer
ganzen algebraischen Gleichung, in deren Coéflicienten eine einzige
Buchstahengrisse erscheint. Es darf nicht iiberraschen, dass die
Bemiihungen dieser grossen Minner einen verhiilltnissmiissig gerin-
gen Erfolg hatten, denn sie gehiren einer Zeit an, in welcher selbst
die Anflosung einer Zahlenglcichung noch Schwierigkeiten bot und
wo das Suchen nach geschlossenen Auflésungen durch Formeln, die
der Cardanischen dhnlich sein sollten, zv den heissesten Wiinsehen
der Mathematiker gchorte, alle iibrigen wissenschaftlichen Bediirf-
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nisse zeitweilig in Schatten stellend. Zu einer Zeit, wo dieses ein-
fachere Problem noch nicht vollstindig gelost war, musste wohl
jenes andere complicirtere desto mehr Schwierigkeiten bieten. Wir
finden anch, dass diese zwei versehiedenen und doeh sebr verwandten
Gegenstinde in ibrer Entwickelung auch fortan Hand in Hand gingen.
Nachher beschiftigte sich ndmlich Fourier sehr angelegentlich mit
diesem Gegenstande, und wir haben, gewissen Andeutungen in seinen
Werken naeh, allen Grund zu glauben, dass er eine allgemeine Auf-
lisungsmethode fiir solche Gleichungen und Systeme von Gleichungen
gefunden liabe. Leider sind die Ergebnisse dieser Untersuchungen
gleichwie viele andere von ihm aufgefundene Schiitze des Wissens fiir
uns verloren gegangen. Ich selbst besehiftigte mich mit diesem Gegen-
stande. Bei meinen Untersuchungen iiber die linearen Differential-
gleichungen gelangte ich nicht nur zu einer Reihe von Integrations-
methoden fiir dieselben, sondern ich fand auch Auflosungsmethoden
fir eine algebraische Gleichung, welche nebst den Unbekannten noch
andere eonstante Parameter heherbergt. Diesen meinen Fund habe ich
eimmal auch zum Gegenstande meiner offentlichen Vortrige gemacht
und die Grundziige meiner Methode in meinem Werke: .Integration
der linearen Differentialgleichungen, niedergelegt. Spiter erst
wurde mir kund, dass sehon Fourier, wiewohl auf einem andern
Wege, denselben Gegenstand behandelt hatte. Es besteht niimlich
ein Werk von M. Fourier: ,Analyse des equations déterminées™,
in welches dieser grosse Mathematiker seine Untersuchungen iiber
Gleichungen niederlegen wollte. Leider ist der grisste Theil hiervon
fir uns verloren gegangen, weil die Herausgabe des zweiten Bandes
durch seinen Tod vereitelt wurde. Der erste Band enthilt gliick-
licher Weise eine kurze iibersichtliche Darstellung, Kxposée synop-
tique des Gesammtinhaltes. Hieraus ist nun ersichtlich, dass das
4. Buch dieses Werkes eine allgemeine Auflosungsmethode fiir Buch-
stabengleichungen und Systeme von solelien enthalten solite. Daselbst
sind aueh in gedringter Kirze die Grundziige dieser Methode aus-
einandergesetzt; allein sie scheinen bisher selbst gelehrten Lesern
ganz und gar unverstindlich geblieben zu sein, vermuthlich wegen
der ganz eigenthiimlichen Beliandlungsweise dieses Gegenstandes,
und wiren es vielleieht aueh fiir uns, wenn wir nieht, in einem ihn-
lichen Gedankengange befangen, bei den Untersuchungen iber
Differentialgleichungen za #hnlichen Formen gelangt wiiren. Es ist
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eine bekannte Thatsache, dass derselbe Gegenstand, von versehie-
denen Analysten in Angriff genommen, in der Regel auf eben so
viele verschiedene Arten behandelt wird. Jeder geht von seinem
eigenen Gesichtspunkte aus und verfolgt einen eigenthiimlichen Weg.
Die unmittelbare Folge hiervon ist, dass die Ergebnisse solcher
Untersuchungen ebenfalls verschieden aunsfallen, insoweit eine solche
Versehiedenheit iiberhaupt moglich ist. So verhiilt es sich aueh hier.
Ich behandelte den Gegenstand von meinem Gesichtspunkte aus,
indem ich vorziiglich nur die Integration der linearen Differential-
Gleichungen vor Augen hatte und entwickelte desshalb die Auflésungs-
methode nur fiir eine einzige Gleichung mit darin erscheinenden con-
stanten Parametern, weil nur dieses Problem als untergeordnete
Reelinungs-Operation zur Einleitung der wirklichen Integration sich
mir darbot. Fourier hingegen betrachtete, seinen Andeutungen in
dem frither erwilhnten Werke zufolge, den Gegenstand von einem
anderen, fiir die Theorie der Gleichungen allgemeineren Gesichts-
punkte. Diesen heiden verschieden gewithlten Standpunkten entspre-
chend, gestalteten sich aueh die cingeschlagenen Wege verschie-
den und so kommt es, dass meine iber diesen Gegenstand ganz
selbststindig eingeleitete Untersuchung, die einer friihern Zeit an-
gehort, zu der ich von dieser Andeutung im ,, Exposée synoptique
Nichts wusste, fiir den ersten Blick sogar in ihren Resultaten ganz
versehieden erseheint von jener Fourier’s. Vergleicht man diese
zwei verschiedenen Wege und die gewonnenen Resultate mit ein-
ander, so scheint sogarder von Fourier eingeschlagene minder ein-
fach, und man ist um so mehr versucht sich daviiber zu wundern,
als bekanntlich Fourier in allen seinen Werken eine unerreichbare
Einfaehheit und Klarheit der Darstellung eigenthiimlich besass. Bei
niherer Belenchtung stellt sich jedoch diese anfangs complicirter
erscheinende Ableitungsweise von Fourier als wohlbegriindet her-
aus, denn nur. von dieser Seite angegriffen, war es miglich, eine
allgemeine Auflosungsmethode zu finden, fir eine Gleichung sowohl
wie fiir ganze Systeme von solehen, in welehen nebst den Unbekann-
ten noch cine beliebige Anzall von ibevsehiissigen Buehstabengrossen
erscheinen, withvend meine fiir das speciellere Problem einer ein-
zigen Gleichung mit einem einzigen constanten Parameter in den
Coéflicienten eingeleitete Untersuchung ebennur auf diesen speciellen
Fall passt. Wir sind auch im Voraus iiberzeugt, dass der von
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Fourier zur Auflosung von Systemen von Buchstaben-Gleichungen
eingesehlagene Ideengang auch bei partiellen Differential-Gleichungen
und Systemen von mehreren solchen sich einst nutzbringend erweisen
wird. Das Auffinden dieser Andeutungen im ,, Exposée synoptique®
des frither erwiahnten Werkes von Fourier, so wie die Wieder-
auffindung seiner Methode gehort dem Verfasser dieser Ahhandlung.
Derselbe, einst mein Schiiler, jetzt Genosse meiner Arbeiten, wurde
dureh meine analogen Methoden fiir die Integration der linearen
Differential-Gleichungen bhei dem Studieren dieses viel zu wenig
gekannten und gewiirdigten Werkes von Fourier auf die Spur
geleitet, und es ist ihm gelungen, die Methode des grossen Analysten
zur Auflosung von Buehstaben-Gleichungen und Systemen von solchen
genau in derselben Weise wieder aufzufinden, wie sie einst Fourier
selbst, seinen Andeutungen nach, gehabt haben moehte. Es lag dies
zwar so eigentlich nicht in der urspriinglichen Absicht; der Ver-
fasser ging vielmehr, so wie jeder andere an seiner Stelle, anch darauf
aus auf dem wenig betretenden Felde wo moglich eciniges Eigen-
thum zu gewinnen, und glaubt auch wirklich einiges aufgefunden zu
haben. In der Mehrzahl der Fille jedoeh geschah es, dass er zwar
meinte einen eigenen Fund gethan zu haben und dann, Fourier's
w~Exposée synoptiques zur Hand nehmend, zu seiner Uberrasehung
gewahr ward, wie derselbe darin bereits angedeutet war mit weni-
gen, aber so bezeichnenden Worten, dass kein Zweifel tibrig blei-
hen konnte, Fourier habe dasselbe hereits selbst hesessen. Er
fand sieh dadurch noch mehr hestimmt, in dieser Abhandlung, welche
einen Theil dieses Fundes zum Gegenstande hat, genau den von
Fourier eingeschlugenen Weg heizubehalten. Es schien dies kei-
nesweges blos ein Opfer, welches man den Manen dieses grossen
Mannes bringt; wir hegen vielmehr die Uherzeugung, dass diese
Darstellungsweise zugleieh die allgemeinste von allen sei, indem sie
nicht blos eine einzige Buehstaben-Gleichung mit einer einzigeniiber-
schiissigen Buchstabengrisse aufzulisen verstattet, sondern all-
gemeine Giiltigkeit besitzt, wie gross auch die Anzahl der Gleichun-
gen und Unbekannten oder der iherschiissigen Buehstabengrissen
sein mag, und freuen uns sie der mathematischen Welt bieten zu
kinnen als eine nieht leicht zu erschipfende Fundgrube neuer wich-
tiger Entdeckungen nicht blos auf dem Felde der algebraischen,
sondern auch auf jenem der partiellen Dilferential-Gleichungen.
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Wir wollen jetzt einen kurzen Abriss geben von den in dieser
Abhandlung niedergelegten Untersuchungen und die in Rede stehende
Auflosungsmethode zu skizziren versuchen. Bevor wir jedoch dazu
schreiten, miissen wir noeh einige wenige Worte voraussehicken, um
Missverstiindnisse zu vermeiden.

Die Aunflosung einer Gleichung oder eines Systemes von Glei-
chungen ist nie als Zweck, sondern nur als Mittel zum Zwecke an-
zusehen. Hat niimlich die Behandlung irgend eines Problemes zu
einer Gleichung gefiihrt, so handelt es sich darum aus derselben
jene Schlussfolgerungen abzuleiten, die zur Beantwortung der
gestellten Frage dienen. Eine Auflisungsmethode, die diesem prak-
tischen Zwecke entsprechen soll, muss daher eigentlich in der
Detailliang der Eigensehaften bestehen, die in der Gleichung zwar
schon niedergelegt sind, aber in einer viel zu biindigen und desshalb
fir uns unverstindlichen Sprache. Wire es moglich diese Eigen-
schaften aus der Gleichung selhst sehon zu ersehen, so wiire eine Auf-
losung derselben iiberfliissig und nur ein zweekloser Umweg, der zur
Beantwortung der gestellten Frage Nichts beitrigt. Weil aber diese
unmittelbare Einsicht in der Regel nicht moglich ist, so wird man
sich bemiihen miissen durch gewisse Operationen diesen Zweck zu
erreichen. Die Methode nun, welehe durch ein regelmiissiges Ver-
fahren zu dieser Einsicht fillirt, die Dei dem unmittelbaren Betrach-
ten der Gleichung noch unicht maglich ist, belegen wir mit dem
Namen einer Auflosungsmethode. Indem wir hier von dem prak-
tischen Werthe ausgehen, wevden wir eine Auflosungsmethode an
und fiir sich verwerfen, wenn sie fir die Unbekannte zwar einen
Geniige leistenden Ausdruek liefert, aber in einer Gestalt, die ikre
wissenswerthen Eigensehaften ebenso oder vielleicht noch in einem
grissern Masse verhiillt, als die Gleichung selber. Wir haben schon
einen solchen Fall erwiihnt, niamlich die Cardaniseche Formel fiir die
Gleichung des dritten und die ihr @hnliche fir jene des vierten
Grades.

Wirwerden dalier keineswegs zuniichst auf geschlossene Formen
der Wurzeln Jagd machen, und es konnen unendliche Reihen fiir
uns denselben und mitunter einen hisheren Werth besitzen, wenn sie
die leichte Beantwortung der gestellten Fragen ermiglichen. Die
Auflosung einer Gleichung wird eher als ein Diseutiren der wichtigen
Eigenschaften der Geniige leistenden Werthe anzuschen sein. Ein
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solehes Discutiren lisst sich, der Natur der Saehe nach, nicht mit
einem cinzigen Schlage vollenden, sondern zerfillt in eine Anzahl
von Partialuntersuchungen, und zwar in eine um so grissere Anzahl,
je mebr verschiedene Eigenschaften zu erdrtern sind, je complicirter
das Problem ist. Es geniigt desshalb nicht, die Wurzeln einer
Gleichung in einer einzigen Form darzustellen, sondern man ist
genothigt, sie sich in mehreren verschiedenen Formen zu verschaffen,
weil eine jede einzelne Form nur eine einzige Eigenschaft aufzukliren
vermag und iiber alle ibrigen Eigensehaften gar keinen Aufschluss
gibt. Nur in den allereinfachsten Fillen geniigt es, die Wurzel in
einer einzigen Form zu besitzen.

In den hier erwiithnten beiden Problemen sind die Geniige leisten-
denWerthe Functionen einer einzigen Grosse «; und die Auflosungs-
methode hat demnach alle wichtigen Eigenschaften soleher Functionen
aufzudecken. Man errcicht diesen Zweck folgendermassen :

Erstens: Man entwickelt die Geniige leistenden Functionen
in Form einer absteigenden nach Potenzen von « geordneten Reihe
und erhilt hicrdurch iiber das Verhalten derselben fiir sehr grosse
Werthe von « Aufschluss, diese Form ist desshalh auch die assymp-
totische. .

Zweitens: Man eruirt alle jene endlichen Werthe von ¢, fiir
welche eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt.

Drittens: Man entwickelt die Geniige leistenden Werthe in
Reihenform, aufsteigend geordnet nach Potenzen einer Grosse :

= a—ua, w0 « eine ganz beliebige, aber bestimmte Zahl bedeutet.
Diese Entwickelungsweise ist jedoch vorzugsweise nur fiirjene Werthe
von « einzuleiten, welche der Unterbrechung der Stetigkeit entsprechen.
Man gelangt dadurch zur Kenntniss aller Nenner und Irrationalgrissen,
die in den Geniige leistenden Functionen erscheinen und ist dadurch
oft im Stande, eine cinfache geschlossene Form fiir dieselben aufzu-
finden. Die aufsteigende Entwiekelung fiir andere Werthe von «, fiir
welche keine Unterbrechung der Stetigkeit stattfindet, ist jedoch von
schr untergeordnetem Nutzen, denn sie liefert keine auftallende
Eigenschaft, weil bekanntlich jede Function in dem Bereiche der
Stetigkeit auf diese Form gebracht werden kann; sie ist daher am
wenigsten geeignet cine Function zu charakterisiren.

Wir haben hiermit ganz offen bekannt, dass die in Rede stehende
Auflosungsmethode vorziiglich auf Reihenentwickelungen basirt und

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. XIV. Bd. I. 1Ift. 14
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dass geschlossene Formen nur nebenher gesucht werden, wenn die
cingeleiteten Entwickelungen auf solche hinweisen. Ks steht zu
erwarten, dass dieses offene Gestiindniss bei den meisten Lesern,
statt als eine Anempfehlung dieser neuen Auflosungsmethode zu gelten,
gerade das Gegentheil bewirken diirfte. Die Mehrzahl der mathemati-
sehien Welt sieht in Reilienentwickelungen Niclits, als ein unbequemes
Verfaliren und entschiiesst sich erst dann dazu, wenn geschlossene
Formen durchiaus den Dienst versagen. Bei vielen Lesernmag sogar der
Zweifel rege werden, ob denn doch diese Auflisungsmethode etwas
Neues sei, dennbekanntlichist man mittelst derTaylor'schen und Mae-
Laurin'selien Reilie schon seit langer Zeit im Stande, explicite und impli-
cite Funetionen aufsteigend zu entwickeln, und man weiss schr gut, dass
diese Entwickelungsweise von keinem besondern Nutzen sei und iiber
die wichtigen Eigenschaften keinen Aufschluss ertheile, weil jede
stetige Function auf diese Form gebracht werden kann. Wir fihren
dicse Einwendungen hier absichtlich an, weil wir aus cigener Erfah-
rung wissen , dass dieses eine ziemlich verbreitete Meinung sei, und
sehen uns daher verpflichtet etwas nitlier darauf einzugehen.

Vor Allem muss man einen Unterschied machen zwischen auf-
und absteigenden Reihenentwickelungen. Bisher war es nur mog-
licl, die Wurzeln einer Gleichung aufsteigend zu entwickeln; die
absteigende Entwickelung war bisher unbekannt. Dic aufsteigende
Eutwickelung liefert woll keinen bedeutenden Aufschluss iiber die
Functionen; die absteigende Entwickelung hingegen lelirt eine sehr
wichtige Eigenschaft erkenuen, weil sie iiber dus Verhalten derselben
fiir sehr grosse Werthe der Variablen Aufschluss ertheilt. Die auf-
steigende Entwickelung war bisher nur fiir jene Fille bekannt, in
welcher die Mac-Laurin‘sche Formel Anwendung verstattet, und die
Geniige leistende Function in der Form erscheint:

¢ (a) = ho+hy (a—a) + by (a—a)* + . ..
aber nicht mehr fiir solehie Werthe von «, welche cine Unterbrechung
der Stetigkeit herbeifihren und demnach die Mac-Laurin'sche Formel
ausser Wirksamkeit setzen, weil danu aucly Glieder mit Potenzen von
(a—a) anfzunchmen sind, welehe negative und gebrochene Expo-
nenten besitzen. Die aufsteigende Entwickelung konute bisher nur
fiir jene Fille eingeleitet werden, welelie keinen Aufschluss ertheilen,
withrend gerade die Ausnahmsfille die grossere Wiehtighkeit besitzen.
Hicrzu war es aber einerseits nothwendig, diese specicllen Werthe
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von « zu kemnen, anderseils aber, fiir dieselben die aunfsteigende
Reihenentwickelung durchzufiihren.  Beides gehorte bisher zu den
Unmbgliehkeiten. Der frither erwithnte Yorwurf (rifit daher gerade
nur jene aufsteigenden Reibenentwickelungen, welche wir eben als
am wenigsten nutzbringend bezeichnet haben.  Wir haben die volle
Uberzeugung, dass diese Auf lisungsmethode nur allmiiblich sich
Geltung verschaffen werde, wenn iiber den cigentlichen Zweck der
Auflosung eine klare Vorstellung Platz gegriffen hat und man zur
Uberzeugung wird gelangt sein, dass sie Alles leiste, was man ver-
niinfligerweise zu fordern berechtigt ist.

.

Erstes Problem: Auflosung einer Gleichung mit zwei Buchstabengrossen
@ und a.

Die gegebene Gleichung denken wir uns in der Form:

S[Ha'a] = 0,

also ilhren erstenTheil als ein Polynom, bestehend aus Gliedern von der
Form lia*a®, wo I, a,r bestimmie Zahlwerthe bedeuten. Bekannt-
lich kann jede algebraiselie Gleichung dureh Wegsehaffen der Irra-
tionalgrissen und Nenner auf diese Form gebracht werden, wobei
noch iiberdies die Exponenten a und x ganze positive Zahlenwerthe
besitzen. Die hier vorausgesetzte Form wird daher keinesweges die
Auflosungsmethode auf ganze und rationale algebraische Gleichungen
beschriinken, sondern allgemeine Anwendbarkeit besitzen auf wie
immer gestaltete algebraisehie Gleichungen. Die Auflosung dieser
Gleichung wird, wie sehon erwithnt worden, darch drei verschicdene
Untersuchungen bewerkstelligt, nimlieh:

1. Durch die absteigende nach Potenzen von « geordnete Ent-
wickelung von .

2. Durelt die aufsteigende Entwickelung von @ nach Potenzen
ciner beliehigen Grisse « — « = a geordnet.

3. Durch Bestimmung aller jener Zahlenwerthe «, welche einer
Unterbrechung der Stetigkeit entsprechen.

1. Absteigende Entwickelung von 2.

Man denke sich hier die Unbekannte @ = ¢ («) in der Gestalt:

=9 () = hy @& + by 4 hy @4 .

14~
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wobei zwischen den Exponenten £ die Relationen:
E>6E>6>. . ..

bestehen; und es handelt sich um die Bestimmung der Zahlenwerthe
von &, hgs &1, has &y ha. .. . Bei der Bestimmung dieser Grissen
hefolgt man die hier angegebene Ordnung und verschafft sieh auf
solehe Weise die einzelnen Glieder in ihrer natiirlichen Reihenfolge.

Man beginnt mit der Bestimmung des Anfangsgliedes £ % und
schreitet dann zur Bestimmung der Folgeglieder. Die Bestimmung des
Anfangsgliedes erheiseht zwei getrennte Untersuchungen, nimlich die
Bestimmung des Exponenten & und jene des Coéflicienten /.

Die Bestimmung des Exponenten & hiingt von einer ganz eigen-
thiimliehen Untersuchung ab, von der wir, ohne weitliufig zu werden,
nur durch eine geometrisehe Construction eine klare Darstellung zu
geben vermigen. Hieraus folgt jedoch keinesweges, dass man bei der
Auflosung einer Gleichung in Wirklichkeit den Zirkel zur Hand zu
nehmen und diese geometrische Construetion auszufiihren gendthigt
sei; es besteht im Gegentheile eine sehr einfache analylische Regel,
die ohne alle Zeichnung zu den verlangten Werthen ven & fiihnt,
und die geometrisehe Construction hat c¢ben nur den Zweck, von
dieser Regel eine klare Darstellung zu geben. Sie besteht in Fol-
gendem:

Man bilde, einem jeden einzelnen Gliede /e @* des Gleichungs-
polynoms entsprechend, cine Gleichung:

n=a-4+1r&
und denke sich eine jede derselben geometrisch construirt, indem
man & und » als Abseisse und Ordinate eines Punktes auf der Ebene
trachtet. Weil diese Gleichungen alle vom ersten Grade nach & und »
sind, so liefern sie gerade Linien. Solcher geraden Liunien sind
so viele zu verzeichnen, als Gleichungen des ersten Grades zwisehen
¢ und » bestehen, also so viele, als im Gleiehungspolynome Glieder
erseheinen und man erhiilt daher cin ganzes System solcher sich ver-
schiedentlich durehsehneidender Linien. Es bestelit nun ein gewisser
Theil der Ebene, der oberhalb aller dieser Linien liegt, so zwar,
dass die in irgend einem beliebigen Punkie der Abseissenaxe errich-
tete Ordinate, nach aufwiirts verlingert, zuerst alle Linien des ver-
zeichneten Systems der Reihie naeh trifft und dann erst in den erwiilin-
ten, oberhalb gelegenen Bereich der Ebene gelangt, der die Punkte
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in sich fasst, welche fiir dasselbe £ griossere Ordinaten v besitzen,
als alle geraden Linien. Dieser Bereich der Ebene stellt ein Polygon
dar, welches nach oben unbegrenzt, und nur nach unten zu von
gewissen Stiicken der verzeichneten Linien begrenzt ist, die in
Ecken aneinanderstossen. Die diesen Eckpunkten entsprechenden
Abscissen sind die verlangten Werthe von &. Die Anzahl der ver-
schiedenen Werthe von &, stimmt daher mit der Anzahl der Ecken
des Polygons zusammen. Diese geometrische Zeichnung dient aber
nicht blos zur Eruirung der Werthe von &, sondern auch zur
Bestimmung der zugehdrigen Coéflicienten %,. Der Eckpunkt, wel-
cher &, als Abscisse besitzt, erscheint nimlich als Durchschnitts-
punkt zweier, gelegentlich auch mehrerer geraden Linien des ver-
zeichneten Systems, und bezeichnet dadurch gewisse Glieder des
Gleichungspolynoms, welche eben diesen Linien correspondiren.
Man substituirt nun in die Summe der auf solche Weise hezeichneten
Glieder des Gleichungspolynoms, die wir mit:

S [Ha' 2]

andeuten wollen, « = 1, @ = h, und setzt diesen Ausdruck der
Nulle gleich, so erhilt man eine Gleichung:
S [HF] =0,

welche nur eine einzige Unbekannte £ enthilt, und nach derselben
aufgeldst, die Werthe von /4, gibt, die dem erwiihlten Werthe &,
entsprechen. Die Construction dieser Gleichung muss fiir jeden der
Werthe &, eigens vorgenommen werden und man findet so -alle mog-
lichen Combinationen von & und /,, welche dem Anfangsgliede
hoa® entsprechen, somit auch alle moglichen Anfangsglieder. Die
Bestimmungsgleichung fiir 2, kann sowohl vom ersten, als auch von
hoherem Grade sein und sie liefert daher zu einem bestimmten Expo-
nenten & entweder nur ein einziges h,, oder deren mehrere. In der
Regel ist diese Gleichung eine binomische, und ihre Auflosung daher
nur mit geringer Miihe verkniipft; allein auch in den ungiinstigeren
Fillen, wo die binomische Form nichit Platz greift, ist ihire Auflosung
von keiner Schwierigkeit, nur wird man mitunter zur approximativen
Bestimmung seine Zuflucht nehmen miissen. Auf solche Weise gelangt
man zu einer Reihe von verschiedenen Anfangsgliedern /a%.

Zu diesem Verfahren kann man auf sehr verschiedene Weise
gelangen. In dieser Abhandlung ist dasselbe direct abgeleitet, unab-
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hiingig von den Lehrsiitzen der allgemecinen Theorie der algebraisehen
Gleichungen, indem nur dic Bedingungen evirtert werden, unter
welchen bei der Substitution einer absteigend geordneten, mit dem
Anfangsgliede hya® beginnenden Reilie, anstatt @ in das Gleichungs-
polynom eine Reduetion der hichsten Glieder auf Null in dem Sub-
stitutions-Resultate erfolgt. Es zeigt sieh, dass hierzu zwei Bedingun-
gen erforderlich sind, nimlich: erstens, dass das hochste Glied des
Substitutions-Resultates sich aus zwei oder mehreren Bestandtheilen
zusammensetzt, die dieselbe hochste Potenz von « enthalten und daher
eine Reduetion verstatten, und zweitens, dass bei dieser Reduetion
cin villiges Verschwinden derselben eintritt. Die erste dieser Bedin-
gungen bestimmt &, dic zweite A,.

Die Folgeglieder, welche za einem bestimmien Anfangsgliede
ho @ gehiren, ergeben sich durch ein regelmissiges Vevfahren.
Meistentheils unterscheiden sichniimlich die verschiedenen Auflosungen
einer Gleichung schon in dem ersten Gliede von einander, so dass
mit der Bestimmung der Anfangsglieder alle Auflosungen von ein-
ander isolirt sind. Findet dieser gewdhnliche Fall Statt, so gehirt
zu einem bestimmten Anfangsgliede 7, @ % nur cine einzige heihe von
Folgegliedern. Man findet dieselben der Reihe nach durch folgendes
sehr cinfache Rechnungsverfahren. Man substituirt das bekannte
Anfangsglied /iy a% anstatt @ in das Gleichungspolynom, ordnet das
Substitutions-Resultat absteigend nach « und multiplicirt dann das
erste, hiochste Glied mit einem bestimmten Factor. Man gelangt auf
diese Weise zu dem ersten Folgegliede 7, «%. Das zweite Folgeglied
iy % ergibt sich auf eine dhnliche Weise, indem man anstatt @ den
bereits ermittelien Bestandtheil /iy ¢% - Ay« % substituirt, und das
erste Glied des gehiorig geordneten Substitutions-Resultates mit dem-
selben Faetor multiplicirt. Man verfihrt so fort und erhilt der Reihe
nach die Folgeglieder zu dem erwiihlten Anfangsgliede kg« in einer
belichigen Aunzahl. Der Factor, mit welchem das hichste Glied der
Substitutions-Resultate zn multipliciren ist, kisst sich aus der Summe

iler bezeichneten Glieder:
S [ e &)
dureh eine sehr einfache Regel ableiten; er ist niimlich:

1

S| s @ =" )
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Meistentheils Iisst sich das zar Bestimmung der Folgeglieder
dienende Verfabren ins Unendliche wiederholen, und man erhilt
daher cine unendliche Reihe fitr 22; nur selten bricht diese Reihe ab,
indem bei einem gewissen Folgegliede das Substitutions-Resultat den
Werth Null erhilt, wodurch der Beweis geliefert ist, dass die erbal-
tenen Glieder die Wurzel @ bereits vollstindig zusammensetzen.

Das erwithnte Verfahren besitzt nur so Jange seine Giiltigkeit,
als das Anfangsglied 7, «*° einer einzigen Wurzel @ zukommt;
ist hingegen dasselbe zweien oder mehreren Wurzeln gemeinschaft-
lich, was sich dadureh kund gibt, dass 7, eine wiederholte Wurzel
der Bestimmungsgleichung :

S[HI] =0,

ist, so hat an seine Stelle cin anderes, etwas complicirteres Ver-
fahren zu treten. Man findet nimlich daon die Folgeglieder nicht
mehr durch Auflosung einer Gleichung des ersten Grades, sondern
aus einer hoheren, und dieses eomplicirtere Verfahren ist so lange zu
wiederholen, bis man eine geniigende Anzahl von Gliedern bestimmt
hat und endlich zu demjenigen gelangt, in welchem die Auflosungen
sich von einander unterseheiden. Ist man so weit gekommen, so ist
die Wurzel wieder vollkommen isolirt und die niichstfolgenden Glie-
der ergeben sieh dureh das frithere einfache Yerfahren.

Da die absteigende Entwickelung meistentheils zu unendlichen
Reihen fiihrt und daher die Wurzel nur in einer gewissen Anzahl von
Gliedern, also nur anniiherungsweise liefert; so hat man nach dem Ab-
brechen der Entwickelung neeh das Ergéinzungsglied zu bestimmen,
d. h. man hat die Summe der ausgelassenen Glieder innerhall zweier
Grenzwerthe einzusehliessen. Es geschieht dies hier in ihnlicher
Weise, wie bei dem Wurzelausziehen.

2. Aufsteigende Entwiekelung von @ nach einer beliebigen Grisse a~—a=a.
Man ordnet zu diesem Zwecke das Gleichungs-Polynom nach der
Grisse a =a—«, und bringt es auf die Form:
S [Hat 2] = 0.
Hier wird @ vorausgesetzt in der Form:
& = hgav 4 by ab | by a4 ..
und zwisehen den Exponenten & die Relation

LH<h<bh< ...
angenommen.
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Diese Entwickelungsweise besitzt grosse Ahnlichkeit mit der
frither erwihnten. Man beginnt gleichfalls mit der Bestimmung des
Anfangsgliedes /i, ¢ und zaviorderst mit der Beslimmung von &.
Hierzu fiihrt eine idhnliche Untersuchung wie friiher, wenn man will,
cine geometrische Construction. Man bildet nimlich zuerst die
Gleichungen von der Gestalt:

‘0=ﬂ+r€,

construirt das System von geraden Linien, und sucht nun anstatt des
oherhalb gelegenen unendlichen Polygons, das unterhalh liegende,
welelies die Punkte mit durchaus kleineren Ordinaten in sich begreift.
Die Ecken dieses Polygons liefern einerseits durch ihre Abscissen
dic Werthe &, andererseits bezeichnet jede derselben gewisse
Glieder des Gleichungs-Polynoms, aus deren Summe sich durch die
Substitutionen a =1, @ =1/, die Bestimmungsgleichungen fiir A,
ergeben. Mit der Bestimmung der Anfangsglieder Ay a%0 ist auch hier
die cigentliche Schwierigkeit behoben, denn die Folgeglieder werden
anf genau dieselbe Weise, wie bei der absteigenden Entwickelung,
gefanden, mit dem einzigen Unterschiede, dass die Substitutions-
resultate aufsteigend zu orvdnen sind, und das nunmehr erste Glied
uach a vom niedrigsten Grade ist. Auch hier gelangt man in der
Regel zu unendlichen Reihen und ist daher gendthigt zum Schlusse
die Bestimmung des Ergiinzungsgliedes vorzunchmen.

Die aufsteigende Entwickelung voun @ fiihet in der Regel zu der
Form :

e=1ly + My o+ 24 .....

und nur fir entsprechend gewiiblte « kann eine Abweichung von
dieser Normalform eintreten, und dies ist nicht eine Eigenschaft, die
den Wurzeln einer algebraischen Gleichung allein zukommt, denn es ist
bekanntlich diese Form allen Funetionen ohne Ausnahme cigen. Jede
wie immer gestaltete Function lisst sich mittelst der Mac-Laurin'schen
Formel in cine Reihe von dieser Gestalt entwickeln, wenn man nicht
zufilligerweise einen speciellen Werth von « erwiihlt, fir den diese
Form ilre Giiltigkeit verliert. Dieser Umstand macht es cben, dass
die aufsteigende Reihenentwickelung nur von selir untergeordnetem
Werthe ist fiir diesen Zwecek, wo es sich um Unterseheidung der Fune-
tionen vou einander handelt, vermittelst gewisser Eigenschaften die
ihnen eigenthiimlich zukommen; wiihrend sie inanderen Fiillen, wo es
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sich um die allgemeinste Form einer Function und Ausserachtlassung
aller speciellen Eigenschaften handelt, wie z. B. bei Existenzbeweisen,
vor allen iibrigen den Yorzug verdient. Die aufsteigende Entwickelung
wird demnach nur sehr selten einzuleiten sein, ausser eben fiir jene
specicllen Werthe von «, welchen eine andere Form als die (1), oder
mit anderen Worten, welchen eine Unterbrechung der Stetigkeit
enfspricht. Entwickelt man fiir solche specielle Werthe von «, so
kann man der aufsteigenden Reihenentwickelung ihren Werth nicht
absprechen, denn sie allein ist i Stande, gewisse Eigenschaften der
Wurzeln aufzudecken. Es erscheinen namlich in einem solchen Falle
in der Reihe auch Glieder mit negativen oder mit gebrochenen Expo-
nenten und man erfihrt auf diese Weise, dass a im Nenner oder
unter einem Wurzelzeichen erscheint.

Est ist daher hier unter der aufsteigenden Entwickelung vor-
zugsweise jene zu verstehen, die vermittelst der Mac-Laurin'schen
Formel nicht eingeleitet werden kann. Um aber diese Entwickelung
zu vollfithren, muss vorerst die Grisse a, also der Werth e« ermittelt
werden, der eine solche Aufschluss gebende Form zu liefern im
Stande ist, und wir sehen uns auf einem ganz natiirlichen Wege zur
folgenden Untersuchung gefiihrt:

3. Bestimmung der einer Unterbrechung der Stetigkeit entspreehenden
Werthe «.

Diese Werthe « bewirken, dass die aufsteigend nach a geordnete
Reihenentwickelung statt der gewdhnlichen Form (1) eine andere
liefert, in welcher a mit negativen oder gebrochenen Exponenten
versehen erscheint. Die Bestimmung dieser Werthe von o« zerfillt
demnach in zwei Theile, nimlich:

a) in die Bestimmung jener Werthe von «, welche negative
Exponenten von a herbeifiihren , und

#) in die Bestimmung jener Werthe von «, welche zwar nur
lauter positive Exponenten von a aber darunter auch gebrochene zur
Folge haben.

Die erste dieser beiden Untersuchungen erfordert die Auflosung
einer Zahlengleichung. Man bringt nimlich das Gleichungs-Polynom
auf die Form:

S [fi (@) '] =0,
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indem man nach Potenzen von @ ordnet, und alle mit derselben Potenz
von .« versehenen Glieder znsammenfasst; f; («) bedeutet hier das,
was man gewdhnlich als Gleichungs-Coéfficienten bezeichnet, und
stellt ein Polynom vor, hestehend aus Gliedern 7 «*. Nun setzt man
den Coéfficienten f;, («) von der hichs(en Potenz 4™ der Nulle gleich,
und 16st die so erhaltene Zahlengleichung:

o () = 0

auf. Thre Warzeln:

sind die unstetig machenden Werthe der ersten Gattung. Entwickelt
man fiir irgend cine derselben anfsteigend nach a =« — «, so heginnt
die Reihenentwickelung mit einem Anfangsgliede:

ho a% = hy (a—=z)~%,

welches einen negativen Exponenten & = — k anfweist. Man erfihrt
aul solche Weise, dass diese Wurzel einen Nenner (a—a)¥ besitzt,
und daker bei dem Ubertritte von kleineren Werthen von « zu grijs-
seren fir ¢ = « durch Unendlieh hindurchgeht. Diese Untersuchung
licfert daher gleichfalls gewisse Assymptoten, nimlich jene, dic in
dem Beveiche endlicher Werthe vou « existiven.

Die zweite Untersuchung, welche jene Werthe « liefern soll,
fiir die in irgend einem spiiteren Gliede der aufsteigenden Reihen-
enlwickelung ein gebrochener Exponent &aufiritt, erfordert die Aufli-
sung eines Systemes von zwei Zahlengleichungen. Man denke sich
nimlich zn der nrspriinglich gegebenen Gleichung noch eine zweite,
durch einmaliges Differenziren nach @ daraus abgeleitete hinzuge-
fiigt und dieses System von zwei Gleichungen nach « aufgelist, so
erhilt man eine Anzahl von Werthen:

o o d" . al®),

ihnen entsprechen die Grissen:

’ ’ "

A= a—d . d = a—da", . ... a0 = g—al),

Entwickelt man aufsteigend nach Potenzen eciner beliebigen
dieser Grissen, so werden mitunter in einigen oder auch in allen
Wurzeln @ Glieder erscheinen, welehe gebrochene Exponenten auf-

weisen und dadnreh eine in den Wurzeln enthaltene Irrationalgrisse
P
Va—a zn erkennen geben. Es gibt jedoch auch Fille, wo keine
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gebrochenen Exponenten erscheinen und demnach der entsprechende
Werth « kein unstetig machender ist. Die durch Auflésung dieses
Systemes von zwei Gleichungen gewonnenen Werthe « sind daher
diejenigen, welchen muthmasslich Irrationalgrossen enisprechen
konnen. ODb aber dies wirklich der I"all ist oder nicht, kann erst die
aufsteigende, hinlinglich weit fortgesetzte Reihenentwickelung ent-
scheiden. Mit diesen drei Unftersuchungen ist das Wissenswerthe
iiber die Eigenschaften der Geniige leistenden Fuunctionen vollkommen
erledigt, denn alle iibrigen Fragen, die noch von Werth wiren,
beziehen sich auf specielle Werthe von a und @, oder deutlicher
gesprochen auf vereinzelte Punkte der ebenen Curve. lhre Beant-
wortang hiingt von der Auflosung eines Systemes von Zahlenglei-
chungen ab. Diese Untersuchung leistet noch mehr, denn sie liefert
durch geeignete Transformationen dic Wurzeln in giinstigen Fillen
auch in geschlossener Form, nimlich durch Combination gewisser
Irrationalansdriicke. Die dazu erforderlichen Rechnungsentwickelungen
sind bisweilen sehr einfach, so dass man mit leichter Miihe die
geschlossene Form finden kann, in anderen Fiillen aber sehr compli-
cirt. Die Entscheidung dieser Frage, ob geschlossene Formen durch
Combinationen von Irrationalausdriicken herbeigefithrt werden kinnen
und welche es scien, wiirde einen eigenen Abschnitt dieser Au(lo-
sungsmethode bilden, aber nicht die geringste Ahnlichkeit besitzen
mit den bekannten geschlossenen Auflésungen fiie Gleichungen bis
zum vierten Grade, denn hier nimmt man fortwiithrend Riicksicht auf
die Yorm der Coéflicienten der Gleichung, wihrend dort gerade das
Gegentheil stattfindet. Die hier erwiihinte Miglichkeit geschlossener
Formen steht auch in keinem Widerspruche mit den Unmiglichkeits-
heweisen geschlossener Wurzelformeln fiir Gleichungen vom fiinften
Grade angefangen.

Da die hier gegebene Exposition der Auflésungsmethode hie und
da wegen der gedriingten Kiirze, die hier beobachtet werden musste,
fiir den Leser noch nnklare Stellen aufweisen diirfte, so wollen wir
schliisslich versuchen durch ein Beispiel diese Punkte aufzubellen.
Wir erwiihlen hierzu die Gleichung
(5634200 4-2) @t (—T5a* 4 22003—2802— 400 — 5) w34

+ (—300a5 - 230a* — 7203 — 1642 — G - 20) w2}
+( 29— 1T+ 135u—45) x4
+ ( 108a*—234a3+ 198> —90a 4 18) = 0.

()
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1. Absteigende Entwickelung,

Die Regel schreibt vor, ein System von geraden Linien zu ver-
zeichnen, die aus den einzelnen Gliedern zu bilden sind. Es wiiren
ihrer hier 23 an der Zahl. Hier geniigt es jedoch, von ihnen nur 8
zu betrachten, niimlich die:

=2 4 4
q =4 -+ 3¢
n =158 4 2¢
n=3+ ¢
n = 4

dicjenigen niimlich, die aus den mit der hichsten Potenz von « ver-
kniipften Gliedern der Gleichungs-Coéfficienten hervorgehen. Alle
iibrigen konnen aus jeder weileren Untersuchung ausgelassen
werden, weil sie zu einer dicser Linien parallel und unter derselben
verlanfen, und daher keinesfalls zur Begrenzung des oberhalb gele-
genen Polygons beitragen kinnen.

Verzeichnet man diese fiinf geraden Linien, so zeigt sich, dass
nur vier derselben die Begrenzung des fraglichen Polygons zusam-
menselzen helfen, withrend die fiinfle im ganzen Verlaufe unterhalb
desselben bleibt und keinen Bestandtheil der Begrenzungslinie
abgibt.

Die Begrenzungslinie des Polygons setzt sich niimlich zusammen

aus vier Polygonseiten. Die erste erstreckt sich von § = — oo bis
1 g . 5 o

E=—~—2~ und gehort der Linie v = 4 an; an diese stisst cine

Polygonseite, welche von & = bis £ = 1 sich ausdehnt und

ein Stiick der Geraden v =5 - 2¢ ist; an diese reiht sich das von
& = 1 bis £ = 2 reichende Stiick der Geraden » = 4 4 3 &, und
den Beschluss macht die Linie » = 2 4 4 &, die {iir den ganzen
itbrigen Bereich von £ = 2 bis £ = 4+ oo die Begrenzung bildet.
Die Linie v = 3 4+ & nimmt daran gar keinen Theil sondern ver-
liuft durchaus unterhalb des Polygons.

Man findet daher drei Ecken und die ihnen entsprechenden
Abscissen: & = — 5 1, 2 sind die Werthe, die dem &, ertheilt
werden kinnen.

Der nichste Schritt hbezweckt die Ermittlung der zugehirigen
Coéflicientenwerthe /,. Man verfihrt dazu folgendermassen: Dem
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1
Werthe § = — ) entsprechen die Linien: n =4 und =5 42§
als die sieh dort sehneidenden und es sind demuach die Glieder:
108 ¢*—300 a5 2*

dadurch bezeichnet. Dureh die Substitutionen ¢ =1, @ =1k, geht
dic Bestimmungsgleichung

108 — 30045 = 0

hervor und liefert zwei Werthe fiir 2o, nimlich

w

ho = g und /iy =—
Auf gleiche Weise findet man dem & =1 und & =2 entsprechend
die Bestimmungsgleichungen
— 3000 — T8Rh; = 0
— TR+ 80k =0

und die Werthe
hy — —4

3
Ilo = 5o

Die Anfangsglieder der Auflosungen sind daher folgende vier:

3
Ty = - @°
0 2
@ = — 4a
3 -1
o= —~a°’
Bl
3 -1
Py = ——7 ",
)

Man erfilirt, dass die Gleichung vier Auflisungen besitzt, die sich
sehon in den Anfangsgliedern von einander unterscheiden. Mit der
Bestimmung der Anfangsglieder ist hier die Trennung der Wurzeln
schon erfolgt, und die weitere Bereechnung bezieht sich nur immer
auf eine einzige Wurzel, diejenige niimlich, die durch das erwiihlie
Aunfangsglied bezeichnet ist.

Schreiten wir nun zur Bestimmung der Folgeglieder, die zu dem

. 3 . 3
Anfangsgliede ) «? gehiren. Zu diesem Zwecke hat man v = — «*

anstatt 2 in das Gleichungs-Polynom zu substituiren und das Substi-
tutionsresultat absteigend nach Potenzen von ¢ zu ordnen. Bezeichnen
wir das Gleichungs-Polynom mit F (&), also das Substitutions- Resultat

mit F (E (ﬁ), so finden wir:
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]«‘(‘) (12) - 12400419 + 693008 — 4752¢7 — 846 -+ 43205 —
—300154—504434— 208802 — 14400 288]

Das hiochste Glied desselben soll man nun mit cinem gewissen
Factor multipliciren, némlich mit:

o
135045

Dieser Factor wird aus der durch & =2 bezeichneten Glieder-
summe
T5atad 4 50022t
abgeleitet; man differenzirt nimlich diesen Ausdruck cinmal nach

@, In das so erhaltene Binom

— 225 a* a* 4 20002 @8

_ 3 .
substituirt man nun @ = —-¢* und gewinnt so

1350 ¢s,

2

V]'—-

Der mil entgegengesetztem Zeichen genommene reciproke Werth

desselben :
8
135005

ist der gesuchte Factor. Multiplicirt man mit diesem dus hochste
1 . q 3
Glied T 2700a? so findet man das Folgeglied: — « und dic hier

betrachtete Auflosung ist, in ihren zwei ersten Gliedern bekannd,
folgende:
3
.z~=?u=—u—|— 5 o o
Die Summe dieser zwei Glieder sobstituirt man nun wieder
anstalt @ in das Gleichungs-Polynom, und findel so:

(5 e — ) = = | 13800 — 144007 + 438603 — 171602 —

— 448t 4 39248 + 2482 — 7200 + 288]

und erhiilt dureh Multiplication des hochsten Gliedes:

i
— — 1350at
16
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mit dem bekannten Factor (3) das niichste Folgeglied gleich 3.
Nun hat man @ in drei Gliedern entwickelt:

3 1
Xx=—a>—a = o
% Ty Ty

Dureh Substitution desselben findet man:
3 1
F(? at—a -} —5) =
und ersieht hieraus, dass

3
*=_-a*—a-+ 5

9
~

schon der complete Wurzelwerth ist. Die Reihenentwickelung
schliesst sich also hier von selbst und alle spiteren Glieder wiirden
bei fortgesetzter Approximation sich als Nullen herausstellen.

In ganz gleicher Weise findet man die ibrigen drei Wurzeln.
Eine derselben ist gleichfalls geschlossen, die beiden andern aber
sind unendliche Reihen. Sie sind folgende:

v=—4a 4+ 2

3 -1 2 -8 9 -: 37 -1

= cat— —i—ma — o000 & daF o o o
3 -1, 2 -3 9 -3 357 -2

N ———gﬂ +5'6(£ ——1_()_06“ +l—0mlt =

2, Bestimmnng der Werthe «, welche einer Unterbrechung der Stetigheit
entsprechen,

«. Bestimmung jener Werthe «, welehen ein negativer Exponent £, im

Anfangsgliede der aufsteigenden Reihenentwickelung entspricht, oder mit

anderen Worten, Bestimmung der einfachen Factoren ¢—e die im Nenner der
Wurzeln ersebeinen.

Man findet diese Werthe « durch Auflosung der Zahlengleichung :
50a* 4 20a + 2 =0,

indem man den Coéfficienten der hichsten Potenz von ar, uiimlich
von ¥, der Nulle gleichsetzt. Sie liefert einen einzigen Werth:

(4)
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. . X . L
und wir schliessen hieraus, dass nur fir a = a + = dic Ent-
wickelung mit cinem Anfangsgliede beginnen kionue, welches einen

. . . il
negativen Exponenten &, besitzt und dass fir « = — — eine oder

9
mehrere Wurzeln cinen unendlichen Werth hekommen, weil in ihnen
cin Nenner 5a - 1 erscheint. Ubersetzt man dieses Ergebniss in die
Sprache der analytischen Geometric, so zeigt sich, dass diejenige
ebene Curve, deren Gleichung chen dic gegebene (2) ist, eine zur
Ordinatenaxe parullele geradlinige Assymptote besitzt, gegeben durch
die Gleichung:
ba+1=0.

Gleichwie das Nullsetzen des Coéfficienten von @* den Nenner
geliefert hat, ehenso findet man durch Nullsetzen des Coéfficienten
von 2° die Factoren, welche in den Wurzeln erscheinen. List man
die Gleichung:

108 «*— 234 «® + 198 ¢*— 90 |+ 18 = 0

auf, so findet man die Werthe:
i | - 1 s
TR R
und folgert hieraus, dass in den Wurzeln die Factoren:
20—1,a—1.3a—1—v—=2,3a—1-}+v=2

zu gewissen Potenzen erhoben erscheinen werden.

Uber die Art und Weise, wie diese Nenner und Factoren in den
Wurzeln  erscheinen, gibt die anfsteigende Reihenentwickelung
Aufschluss. Diese Reihenentwickelung ist aher zu diesem Zwecke
nicht vollstiindig durchzufiihren, sondern es geniigt dazu die Bestim-
mung des Anfangsgliedes.

Beginuen wir die Untersuchung des Nenners 5«1 und suchen
wir uns iiber dessen Erscheinen in den Wurzeln Aufschluss zu ver-
schaffen.  Wir werden hicrzu die aufsteigende Entwickelung der
Wurzeln nach Potenzen der Grosse 5 a-+1 einleitenund uns nament-
lich die Anfangsglieder dieser Entwickelungsreilien verschaflen.
Man beginut dawit, die Gleichung nach der Grosse a — 5a 4 1 zu
ordnen, indem man die Substitution ¢ = ?1’— (:1—1) ausfiihrt. Die

umgestallete Gleichung ist dann folgende:
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12502 . 2t 4
+[— 4450u2 + 1400a3—7T5a%] s 4
+ [13500—2250a + 26 + 530a8—60a5] 2>
-+ [—48060 —{— 23130a—3330a> + 138a%] & +-
1 [28728—25092a -+ 9108a2—160208 + 108u] = 0.

Man sieht hieraus, dass die Coéffieienten der beiden hiehsten
Potenzen von @, niamlieh der Coéfficient von @* und jener von @ den
Faector a2 besitzen, withrend alle iibrigen keinen solehen aufweisen.
Dies allein wiirde zur Bestimmung des Gesueliten hinreiehen, und
die hier vollstindig durchgefiihrte Umstaltung der Gleichung ist im
Grunde iiberflissig. Beginnen wir mit der Bestimmung von &, so

ist dazu ein System von geraden Linien zu betrachten. Sie sind
folgende:

n =2+ 4

n = 2 4 3¢

n = 2¢

n =%

n = 0.

Sie begrenzen ein unterhalb liegendes Polygon, welches nur

zwei Eekpunkte besitzt; diesen entsprechen die Abscissen & = —1
und & = 0.

Man sehliesst daraus auf zwei Formen des Anfangsgliedes
niimlich :

h h
2= % _und h,.
f Sa+1

Zur Bestimmung der Coéfficienten &y dienen folgende Gleichungen
firé =—1
1250/% + 13500/ = 0
fir £ = 0

135004,°—480607, -} 28728 = 0.

Dic erste liefert die Wurzeln:

/10=—|—3v-_-3;- und hy = — 3 V:g

und es folgen bieraus die beiden Anfangsglieder:

3 \/:_g_:- 1111(1-—3‘/_52:.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XIV. Bd. i Hft, 15
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Es sind also zwei Wurzeln mit dem Nenner 5« 4 1 versehen,
withrend die beiden anderen keinen solehen besitzen. In diesem
Beispiele, wo schon zwei Wurzeln in geschlossener Form aufgefun-
den sind, die (4) némlich und die (3), unterliegt es keinem Zweifel,
dass dieser Nenner in den beiden andern Wurzeln erscheint, welche
bei der absteigenden Entwickelung als unendliche Reihen erhalten
wurden. Die Kenntniss dieses Nenners verstattet einen wesentlichen
Vortheil, denn man kann nunmehr die Wurzeln der Gleichung von
diesem Nenner befreien, indem man durch die Substitution:

Eir:il— =y oder @= B¢+ 1)y =ay
die gegebene Gleichung in eine andere umstaltet, welehe anstatt
der friitheren Unbekannten @ die neue y enthilt. Fihrt man diese
Transformation aus, so gelangt man zu einer neuen Gleichung,
zwischen ¢ und y, und diese verstattet alle vier Wurzeln in geschlos-
sener Form anzugeben, wenn man y aufsteigend nach der Grisse
a—1 entwickelt. Man findet niimlieh:

y=23Vara, undy=—3 yu-1.
Diesen beiden Wurzeln y entsprechen die Werthe:
R 7o) —3 VY a—1
i e
ba+1 Sa+1

Man sieht an diesem Beispiele, wie die eingeleiteten Untersu-
chungen mitunter ohne grosse Schwierigkeit zu gesehlossenen Formen
fithren kinnen, obwoll dies durchaus nicht das eigentliche Ziel

dieser Auflosungsmethode ist.
Es eriihrigt noch eine letzte Untersuchung an einem Beispiele

zu zeigen, nimlich:
b. Die Bestimmung derjenigen Werthe «, welche gewisse Irrationalgrossen
in den Wurzeln erkennen lassen dadurch, dass die aufsteigende Entwickelung
nach a = a«—« zu Folgegliedern fuhrt, die gebrochene Exponenten & besitzen.
Wir withlen hiezu das cinfache Beispiel:
s 4 (3e—3) @ 4 (Ba*—ba 4+ 3) @ + 3—3a® 4 2a + 1=0.
Zur Ermittlung dieser Werthe « hat man zu dieser Gleichung
noch jene hinzuzufigen, die durch einmaliges Differenziren nach @
abgeleitet wird, nimlich die :
3wt 4 (60—3) w + 3a*—6a + 3 = 0.
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Die Auflpsung dieser zwei Gleichungen nach « liefert die ver-
langten Werthe «. Man findet nur einen einzigen solchen, nimlich
a = 2, und gewinnt dadureh die Uberzeugung, dass nur fiir die nach
a = a—2 geordnete aufsteigende Entwickelung Folgeglieder mit
gebrochenen Exponenten auftreten kionnen. Leitet man diesetbe
wirklich ein, so findet man die drei Wurzeln:

1

@ =—1-4 a*—a,
1

o=—14 ¢ [—1+v=3]
2 =141 [-1—y=5] aF —a

ol

a

=

|

oder:
x=—ua-+4+1+4ya=2.

Dieses Beispiel zeigt abermals, wie diese Auflosungsmethode in
giinstigen Filllen zu geschlossenen Formen der Wurzeln fiihren
konne, obwohl es den Anschein hat, dass schon vom Anfange her auf
solehe Verzicht geleistet worden sei.

Zweites Problem: Auflisung eines Systems von zwei Gleichungen mit
drei Buchstabengrissen @, y und «.

Die gegebenen Gleichungen werden vorausgesetzt in der Form:
P =S8,[Ha* 2" y’] =0, P, =S;[Ha"x*y"]=0.

Thre ersten Theile sind Polynome, deren Glieder die allgemeine
Form H «* 2 3% hesitzen. Es ist dies wohl nicht die allgemeinste
Form einer algebraischen Gleichung mit drei Buchstabengrossen,
allein durch das bekannte llerausschaffen der Nenner und Irrational-
grissen lisst sich jede algebraisehe Gleichung auf diese Form bringen.

Man pflegt gewohnlieh dureh Elimination die Auflosung eines
solchen Systems von Gleichungen zu bewerkstelligen. Da das Elimi-
nationsverfahren hinliinglich  bekannt ist und die Eliminations-
gleichung eine Gleichung mit nur zwei Buchstabengrissen sein wird,
so scheint es fiir den ersten Augenblick, dass die Auflosung dieses
Problemes keiner weiteren Eriorterung bediife. Allein eine nihere
Betrachtung oder auch nur der blosse Versueh, zwei solehe Gleichun-
gen von einigermassen hoherem Grade auf diese Weise aufzulisen,
wiirde zeigen, dass die dazu erforderlichen Rechnungen wohl keinerlei

15°
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analylischer Schwierigkeit unterliegen, aber ziemlich weitliufig sind,
so zwar, dass man schon bei einigermassen hiherem Grade auf die
Auflosung verziehten miisste, wenn dazu die Elimination unentbehr-
lich wiire. Dieser Weg der Auflosung ist daher wohl theoretisch
begriindet, weil in allen Fillen eine Eliminationsgleichung besteht;
allein dies beweist nur, dass alle Wurzeln der algebraischen
Gleichungen und Systeme von solehen eine gemeinsame Eigensehaft
besitzen, da es unter ihnen nicht eine einzige gibt, die nicht zugleich
dic Wurzel einer bestimmten algebraischen Gleichung wiire. Hieraus
folgt keineswegs, dass die Elimination derjenige Weg sei, den man
immer einsehlagen misse, um zur Kenntniss der Wurzeln zu gelangen.
Dieser Weg wiire fiir nur einigermassen hohere Grade der Gleichungen
viel zu ausgedehnt und wiirde weitliufige und genaue Untersuachungen
erfordern, um sich zu versiehern, dass man dabei keine neuen Wurzeln
cingefithrt habe, die den gegebenen Gleichungen fremd sind. Obwohl
eine solehe Entseheidung stets moglich ist, das Einfiihren von neuen
Factoren bet der Elimination immer vermieden werden kann, so sind
die Rechnungen so ausgedelnt, dass man auf die Auflosung ver-
zichten miisste bei nur cinigermassen hoherem Grade der Gleiehun-
gen, wenn dies auf keine andere Weise moglieh wiire als durch den
YVorgang der Elimination.

In dieser Abhandlung ist dieses Problem von einem sehr difle-
renten Standpunkte aus behandelt. Man Deldsst nimlich den Glei-
chungen ihre urspriingliche Form und leitet aus ihnen unmittelbar
dic Auflosungen ab. Dieser Vorgang ist dhnlich demjenigen, der hei
der Auflosung einer einzigen Gleichung angewendet wurde. Die
Untersuchung zerfillt aueh hier in drei Haupitheile:

1) in dic absteigende Entwickelung von 2 und y nach Potenzen
von « geordnet;

2) in dic aufsteigende Entwickelung nach einer beliebigen
Grisse a = a — «;

3) in die Bestimmung der unstetig machenden Werthe «.

1) Absteigende Entwickelung.
Man stellt sich dabei 2 und y vor in der Form:

& == hoa% 4+ hyah 4 byt + . ...
Y= kou™ 4 kyan + ks + ...
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wobel die Relationen :
50 = S] > ég > . ...
7}0>T/]>'f/3>.-..

bestehen. Man beginnt mit der Bestimmung der Anfangsglieder und
zuniichst mit der Ermittelung von & und v,. Diese Werthe gehen aus
einem eigenthiimlichen Verfahrven hervor, welches sich durch eine
geometrische Construction am deutlichsten darstellen lisst und in
Folgendem besteht:

Man bilde einem jeden einzelnen Gliede

Ha* &* y?
der Gleichungs-Polynome entsprechend eine Gleichung:
t=a-4ré§4 yn

und denke sieh die dadurch bestimmten Ebenen im Raume von drei
Dimensionen eonstruirt, indem man £, », und als Coordinaten eines
Punktes betrachtet. Man erhilt so zwei Systeme von Ehenen, welche
den zwei Gleichungs-Polynomen Py und P, entsprechen.

Die Ebenen eines und desselben Systemes durchkreuzen sich
gegenseitig und gewisse Theile derselben bilden die Begrenzung
eines unendlichen Polyeders, welehes oberhalb aller so verzeich-
neten Ebecuen liegt. Diese Begrenzung ist wie bei allen Polyedern
aus Flichen zusammengesetzt, die in Kanten und diese wieder sich
in Eckpunkten selmeiden. Man denke sich nun die Kanten und Ecken
dieser Begrenzungsfliche auf die horizontale Ebene projicirt. so
entspricht einer jeden Ecke ein Punkt, jeder Kunte ein Stiick einer
geraden Linie als Projection und es erscheint dadureh die hori-
zontale Projectionsebene in eine Anzahl von Polygonen zerstiickelt.
Die geraden Linien, welche diese Polygone von einander trennen,
bilden ein Netz. Man denke sich nun diese horizontale Projeetion
verzeichnet sowoll fiie 2, als fir P, und zwar auf einer und der-
selben Ebene, so werden diese Netze sieh gegenseitig durchsehneiden.
Die Durehschniltspunkte entsprechen sowoll in dem einen als in
dem andern Gleichungs-Polynome einer Kante des frither erwithnten
Polyeders. Die diesen Durchschnittspunkten angehirigen Coordinaten
£und 7 sind die verlangten Werthe & und 7,. In der Regel erhiilt man
mehrere solche Punkte, und auf diese Weise aueh mehrere versehie-
dene Combinationen von Werthen &, , 7,. Diese Punkte entstehen
meistentheils durch einen Durchsehnitt zweier geraden Linien der
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heiden Netze und sind vollkommen vereinzelt. Die dadurch angege-
benen Werthe &, , 7, sind dann vollkommen bestimmt und in end-
licher Anzahl vorhanden. Bisweilen jedoeh decken sicli Linien voll-
kommen, und statt cines vereinzelten Punktes, der beiden Netzen
gemeinschaftlich ist, treten gemeinschaftliche Linien von einer
gewissen Ausdelinung auf. In einem solchen Ausnahmsfalle sind die
Werthe &, , %, nicht vollkommen bestimmt, sondern nur eine cinzige
Relationsgleichung zwischen denselben bekannt. Diese Erseheinung
kann entweder in der Anwesenheit eines gemeinschaftlichen Factors
in beiden Gleichungen begriindet sein, oder aber es geniigt die hier
betraehtete Bedingung zur Bestimmung der Anfangsglieder nicht.
Man reicht dann mit dieser Untersuchung nicht aus, sondern mnss
noch die weiteren Bedingungen in Rechnung zichen, und sich ent-
weder von der Existenz eines gemeinschaftlichen Factors in beiden
Gleichungen iberzeugen, oder eine zweite Relationsgleichung fiir
& und 7, aufsuchen, die in Verbindung mit der friilheren zu ihrer
Bestimmung dient. Ist die Bestimmung von & und 7, vollendet, so
muss man zu jener von fy and k, schreiten. Diese Werthe gehen
durel Auflésung cines Systems von zwei Zahlengleichungen lhervor,
deren Bildungsweise aus den beiden Netzen unmittelbar ersichtlich
ist. In den Netzen repriisentiren nimlich die Polygone gewisse Glieder
des Gleichungs-Polynoms, weil sie die Projection der Polyeder-
liichen sind; auf dhnliche Weise hezeichnet eine Linie in dem Netze
zweioderauch gelegentlich mehrere Glieder des Gleichungs-Polynoms,
weil sie die Projection einer Kante des Polyeders vorstellt, in der
sich zwei oder auch mehrere Ebenen des betrachteten Systems von
Ebenen sehneiden. Man denke sich nun die Summe der durch den
Punkt &), u, hezeichneten Glieder gebildet in dem einen und in dem
anderen Gleichungs-Polynome. Sie seien:

X, [Hat xr y], S, [Hat z° y?];
so substituirt man in dieselben « — 1, &« = h, y = £k und setzt
diese Ausdriicke gleieh Null und erhilt so die verlangten Beslim-
mungsgleichungen:
S (] =0, 5 [Hhi ] =0.
Durch ihre Auflosung gewinnt man die zu & und v, gehorigen

Werthe von A, und k,. Hiermit ist also in der Regel die Bestimmung
der Anfangsglieder Ay« id k, «’ beendigt. Man gelangt dazu ohne
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alle Elimination durch ein nicht sehr complicirtes und directes Ver-
fahren. Es treten wohl gewisse Ausnahmsfille ein, in denen die
Bestimmung der Anfangsglieder minder einfach ist und noch eine
weitere Untersuchung erfordert, allein man gelangt zuletzt doch immer
zu einem ganz zweifellosen Aufschlusse tiber die Anfangsglieder.

Nach der Bestimmung der Anfangsglieder ist jene der Folge-
glieder der nichste Schritt. Das hierzu einzuleitende Yerfulren ist
meistentheils sehr einfach, weil mit der Bestimmung der Anfangs-
glieder gewdhnlich auch die Isolirung der verschiedenen Auflosungen
von einander erfolgt ist. Es gehdort dann zu einer bestimmten Com-
bination von Anfangsglicdern, fiir & und y nur je eine einzige Reihe
von Folgegliedern, und man erhilt sie durch Auflésung einer Reihe
von Gleichungen des ersten Grades. Die dazu erforderlichen Rech-
nungs-Entwickelungen gestalten sich dann sehr einfach, denn man
hat nur die bereits ermittelten Glieder von 2 und y in die beiden
Gleichungs-Polynome zu substituiren und die Substitutions-Resultate
absteigend zu ordnen und die hichsten Glieder derselben einer be-
stimmten Rechnungsoperation zu unterwerfen. Nur wenn zwei oder
mehrere Auflosungen in den Anfangsgliedern iibereinstimmen, treten
an die Stelle der Gleichungen des ersten Grades solche vom hiheren
Grade und zwar so lange auf, bis durch eine hinreichende Anzahl
von Anfangsgliedern die Trennung der Wurzeln erfolgt ist. Dieses
Verfahren filhrt meistentheils zu unendlichen Reihen, unter gewissen
Bedingungen jedoch zu geschlossenen Ausdriicken.

2. Aufsteigende Entwickelung von 2 und y nach einer beliebigen
Grosse a —a==a.

Die aufsteigende Entwickelung von @ und y nach Potenzen einer
beliehigen Grosse a =« — « wird auf eine #lnliche Weise bewerk-
stelligt, wic die absteigende. Man ordnet nimlich zuvirderst
die Gleichungs-Polynome nach dieser Grisse « und bringt sie auf
die Form:

Si[Ha 2"y ] =0, S,[Ha"w"y'] =0.

Hierauf verzcichnet man auf die bereits bekannte Weise das
System von Ebenen und bestimmt die von denselben begrenzten
Polyeder, aber mit dem Unterschiede, dass die unterhall der Ebenen
gelegenen von Wichtigkeit sind anstatt der oberhalb liegenden.
Im Weiteren ist das Verfahren dasselbe wie friher. Man projieirt
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nimlich jetzt die Begrenzung dicser beiden Polyeder auf die hori-
zontale Ebene &# und crhilt die beiden Netze, sucht hierauf ihre
gemeinschaftlichen Punkte und findet so die gesuchten Werthe &, =,
der Anfangsglieder. Dic zugehorigen Coéfficienten A, und %, ergeben
sich auf gleiche Weise, wie bei der absteigenden Entwickelung durch
Auflosung von zwei Zahlengleichungen, die mit geringer Miihe mit
Hiilfe der Nefze gebildet werden. Auch die Bestimmung der Folge-
glieder bietet nichts Neues. Man gelangt auf solche Weise zu auf-
steigend geordneten Reihen fiir @ und y, welche, der Natur der Sache
nach, meistens dic Form:

o=l -+ by a4 Dyt .o

Y= rky +Fk a- ka4 ...
besitzen, und nur fiir specielle Werthe von « findet eine Abweichung
von dieser Form Stalt, indem Glieder erscheinen, welche negative
oder gebrochene Exponenten besitzen. Die aufsteigende Entwickelung
ist von sehr geringem Nutzen ausser eben fiir jene Ausnahmsfille;
denn selbst zur numerischen Berechnung der Werthe von @ und y
fir ein bestimmtes « ist es weit gerathener die gegebenen Gleichun-
gen hierzu zu beniitzen, als erst die aufsteigende Reihenentwickelung
vorangehen zu lassen. Fir die Ausnahmsfille jedoch erweist sich die
aufsteigende Reihenentwickelung als ein wirksames Mittel, um gewisse
Eigenschaften der Geniige leistenden Funetionen zu erforsehen, weil
sie zur Kenntniss aller Nenner, Factoren und Irrationalgrissen in
denselben fihrt. Daznmuss jedoch eine Ermittelung aller jener Werthe
von « vorangchen, welche einem solchen Ausnahmsfalle entsprechen,
and es ist daher die folgende Untersuehung einzuleiten :

3. Bestimmung der Werthe «, welchen eine Unterbrechung der Stetigkeit
entspricht.

Diese Werthe von « werden ans Zahlengleichungen und Syste-
men von solchen gezogen und es ist im Grunde nur die Aufstel-
lung dieser Gleichungen die Aufgabe. Man gelangt zu denselben
zuniichst durch zwei getrennte Untersuchungen; dic cine erortert
die Bedingungen, unter welehen die aufsteigende Reihenentwicke-
lung von @ oder von y oder von beiden mit einem negativen & oder
7o beginnt; die zweile aber gibt Aufschluss, in welchen Fillen in
irgend cinem Folgeglicde ein gebrochener Werth von £ oder »
crscheinen kann.
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Mit der Ermittelung dieser speciellen Werthe von « ist gleich-
falls die Untersuchung beendigt, da die wichtigsten Eigenschaften
der Geniige leistenden Functionen hiermit bekannt sind. Alle ibrigen
auf specielle Punkte der Curve von doppelter Kriimmung beziiglichen
Fragen lassen sich dureh Auflosung von Zahlengleiehungen beant-
worten und gehiren daher nicht hierher. Bisweilen gelangt man auch
hier zu geschlossenen Formen ohne besondere Sehwierigkeit, weil
die hier gefiihrten Untersuchungen alle Nenner, Factoren und Irra-
tionalgrossen aufdecken, die in den Auflosungen erscheinen, und man
ist daher durch geeignete Transformationen im Stande ein Abbrechen
der unendlichen Reihen zu erzielen. Die darauf beziiglichen Unter-
suchungen konnen jedoeh auch zu selir complicirten Rechnungen
filhren und es wiirde das Verfahren, wo moglich geschlossene Formen
zu erzielen, einen eigenen Theil dieser Theovic bilden.




